Jedng z najwazniejszych cech wspdlnych wiekszosci zastosowan matematyki w innych dziedzinach nauki jest potrzeba
rozwigzywania rownan. Na ogot jednak, jezeli dopuscimy bardzo ogdélng postaé¢ réwnan, to problem ten jest bardzo trudny,
ponadto sama struktura zbioru rozwigzan interesujgcego nas réwnania moze by¢ bardzo skomplikowana. Z tego powodu
matematycy na og6t koncentruja swoje wysitki na bardzo specjalnych klasach réwnan oraz problem znalezienia ich rozwigzar (co
na ogét po prostu nie jest mozliwe) zastepujg pytaniami typu: jakie wtasnosci ma zbior rozwiazan?, kiedy dwa réwnania maja
taki sam zbidr rozwigzan? itp.

Klasa réwnan lezaca u podstaw przygotowanego przez nas projektu to rdwnania wielomianowe dwoch zmiennych zespolonych,
np. réwnania typu:
X2+y2+i=0, y2=x2+x+1.

Cechg wspdlng wszystkich takich réwnan jest to, ze ich rozwigzania w poblizu punktéw nieosobliwych lokalnie wygladaja jak
ptaszczyzna zespolona. Jezeli wiec ograniczymy sie do réwnan nieosobliwych oraz dokonamy naturalnego uzwarcenia (poprzez
tzw. projektywizacje, zwang tez urzutowieniem) zbioréw rozwiazan, to otrzymane rozwigzania bedg powierzchniami, ktore
posiadajg lokalnie te samg strukture analityczng, co ptaszczyzna zespolona. Powierzchnie takie nosza nazwe powierzchni
Riemanna i z doktadnoscia do ciaggtej deformacji wygladaja jak powierzchnie przedstawione ponize;j.
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(Od lewej mamy kolejno sfere, torus, powierzchnie rodzaju 2, powierzchnie rodzaju 3 itd.). Powyzszy rysunek jest jednak mylacy,
bo przedstawianie powierzchni z doktadnoscig do ciggtej deformacji wymazuje informacje o strukturze zespolonej, ktéra jest
integralng cze$cig powierzchni Riemanna. To co widzimy na powyzszym obrazku to tylko nosnik tej struktury (tzw. typ
topologiczny) - na kazdej powierzchni rodzaju g>0 istnieje nieskoniczenie wiele réznych struktur zespolonych i wtasnie badaniu
tych struktur w duzej mierze jest posSwiecony nasz projekt.

Bardzo waznym pojeciem wyrdzniajacym niektore powierzchnie Riemanna X jest pojecie automorfizmu f:X - X, czyli wzajemnie
jednoznacznego przeksztatcenia X, ktdre zachowuje strukture zespolong (tzn. po lokalnym utozsamieniu dziedziny i obrazu
odwzorowania z podzbiorem ptaszczyzny zespolonej, f jest odwzorowaniem holomorficznym).

Wigkszos$¢ powierzchni Riemanna nie posiada zadnego nietrywialnego automorfizmu, wiec bardzo ciekawy jest problem opisu,
czy tez klasyfikacji powierzchni Riemanna, ktdére posiadajg automorfizmy. W jezyku réwnan, powierzchnie Riemanna z
nietrywialnymi automorfizmami odpowiadajg réwnaniom, ktére posiadajg automorfizm algebraiczny, tzn. mozna w tym réwnaniu
dokonaé nietrywialnej algebricznej zmiany zmiennych tak, aby réwnanie nie ulegto zmianie (w zastosowaniach zwykle oznacza
to, ze zjawisko opisane rownaniem posiada pewnego rodzaju symetrie lub prawo zachowania). Taka sytuacja ma miejsce np. w
przypadku réwnania:
y2=x2+x+1,

Mozemy w tym réwnaniu zmieni¢ zmienne podstawiajac (x',y")=(x,-y) i wyniku tej zmiany réwnanie nie ulegnie zmianie. To
oznacza, ze istnieje nietrywialny automorfizm powierzchni Riemanna, ktora odpowiada rozwigzaniom tego réwnania. W tym
konkretnym przypadku powierzchnia ta jest torusem i opisany wyzej automorfizm mozemy reprezentowaé jako obrét o 180 ©
wokot osi przedstawionej w lewej czesci ponizszego rysunku.

Pojeciem, ktore uog6lnia powyzszy przykiad sa tzw. hipereliptyczne powierzchnie Riemanna - sg to powierzchnie, ktérych rodzaj
moze by¢ wiekszy niz 1, ale ktére posiadajg automorfizm, ktérego geometria dziatania jest taka sama jak na powyzszym rysunku
(tzn. przestrzen orbit tego dziatania jest sferg). Nasz projekt bedzie w duzej czesci poswiecony badaniu whasnosci automorfizmoéw
powierzchni Riemanna, np. bedziemy zajmowac sie problemem topologicznej klasyfikacji mozliwych dziatan na takich
powierzchniach.

Innym ciekawym zjawiskiem jest fakt, ze w niektérych réwnaniach o wspoétczynnikach zespolonych mozna dokona¢ algebraicznej
zmiany zmiennych w ten sposob, ze otrzymane réwnanie ma juz wspotczynniki rzeczywiste (jest to tzw. forma rzeczywista
wyjsciowego rownania). Tak jest np. w przypadku rownania: x2+y2=i, gdzie dokonujac zamiany zmiennych:
(xy")=(iVix,iviy) lub (x'y")=(ix,Viy)
otrzymamy odpowiednio réwnania:
x2+y2=1 i x2+y2=-1,



Istnienie tego typu zmiany zmiennych oznacza, ze powierzchnia odpowiadajgca zbiorowi rozwigzan tego réwnania ma symetrie
(rozumiang jako antyholomorficzny automorfizm). W ten sposéb badanie form rzeczywistych réwnan sprowadza sie do badania
symetrii odpowiadajgcych im powierzchni Riemanna. W powyzszym przykfadzie zbior rozwigzan réwnania jest sferg, a opisane
podstawiania (a wiec tez otrzymane rownania o wspdiczynnikach rzeczywistych), odpowiadajg jej dwoém symetriom: jednej
ktora jest odbiciem lustrzanym wzgledem ptaszczyzny zawierajacej réwnik, a druga jest odwzorowaniem antypodycznym.
Zauwazmy jeszcze, ze punkty state tych symetrii (czyli réwnik w pierwszym i zbi6r pusty w drugim przypadku) odpowiadajg
rzeczywistym rozwigzaniom otrzymanych form rzeczywistych.

Innym waznym problemem, ktérym bedziemy sie zajmowac sie w ramach naszego projektu jest problem klasyfikacji powierzchni
Riemanna ustalonego rodzaju g. Okazuje sig, ze wszystkie takie powierzchnie mozna sparametryzowac przy pomocy punktéw
bardzo porzadnej przestrzeni My zwanej przestrzenia moduli. W ramach projektu bedziemy zajmowac si¢ badaniami naturalnych
podzbioréw Sg» Ry, Hg tej przestrzeni zwanych miejscami osobliwymi, rzeczywistymi i hipereliptycznymi (z ang. singular, real
and hyperelliptic loci), a parametryzujacymi powierzchnie Riemanna, ktére odpowiednio: posiadajg nietrywialny automorfizm,
posiadajg symetrie, badz sa hipereliptyczne.

Waznym elementem w konstrukcji przestrzeni moduli My jest grupa klas odwzorowan (w skrocie MCG - od ang. mapping class
group). Grupa ta sktada sie z przeksztatcen ustalonej powierzchni topologicznej, przy czym utozsamiamy ze sobg przeksztatcenia,
jezeli réznig sie ciagla deformacjg. Znanych jest wiele przyktadéw, gdy algebraiczne wtasnosci grupy MCG pozwalajg otrzymac
ciekawe wiasnosci przestrzeni moduli My. Np. fakt, ze kazde przeksztatcenie w MCG moze byC otrzymane przy pomocy
sktadania ze sobg (wykonywania po kolei) przeksztatcen skonczonego rzedu oznacza, ze w przestrzeni moduli My nie ma dziur
jednowymiarowych (jest jednospdjna). Z tego powodu badania algebraicznych wasnosci MCG sg bardzo wazne i duza czes$¢
naszego projektu bedzie poswiecona temu zagadnieniu.

Przyktadem nietrywialnego element MCG (czyli przeksztatcenia powierzchni) jest tzw. skrecenie Dehna, tzn. przeksztatcenie t 5
przedstawione na ponizszym rysunku - rozcinamy powierzchnie wzdtuz narysowanej krzywej a, obracamy jeden z otrzymanych
koricéw o 3609, a nastepnie ponownie sklejamy miejsce rozciecia.
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Algebraiczne wiasnosci skrecert Dehna sg wazne, gdyz elementy te generujg grupe MCG, tzn. kazde przeksztatcenie f w MCG
mozna otrzyma¢ wykonujac po sobie skofczong liczbe skrecen. Takie przedstawienie f jako produktu skrecen nie jest jednak
jednoznaczne i powstaje wazne pytanie o mozliwe relacje miedzy skreceniami Dehna (bo wiadnie te relacje sg zrodiem
niejednoznacznosci rozktadow). Przyktadem takiej nietrywialnej relacji jest relacja warkocza: tytpt,=tyt,ty, gdzie t, ity sa
skreceniami Dehna wzgledem krzywych przedstawionych na powyzszym rysunku. Znanych jest wiele réznych relacji miedzy
skreceniami Dehna, niemniej jest tez wcigz wiele otwartych probleméw, ktére ich dotyczg i tym réwniez bedziemy sie zajmowac
w ramach realizowanego projektu.

Kolejnym watkiem tematycznym, ktéry bedzie przedmiotem naszych badan sg wiasnosci rozmaitosci wymiardw 3 i 4, czyli
przestrzenie, ktore lokalnie (w matym otoczeniu kazdego punktu) wygladaja jak standardowa przestrzen trojwymiarowa R3  lub
R4 zamiast R? jak w przypadku powierzchni. Tematyka ta, migdzy innymi poprzez swoje zwiazki z fizyka teoretyczng, od wielu
lat jest przedmiotem intensywnych badan matematykéw na catym $wiecie. Nasze badania takich rozmaitosci koncentrujg sie
wokot wykorzystania wiasnosci powierzchni (a wiec rozmaito$ci wymiaru 2) do konstrukcji wyzej wymiarowych rozmaitosci.
Jest wiele przyktadéw takich konstrukcji, np. rozktady Heegaarda, produkty izogeniczne, rozwtoknienia Lefschetza, rozktady
ksigzkowe. Nie wchodzac w szczeg6ty techniczne, niektére klasy rozmaitosci wymiaréw 3 i 4 moga by¢ badane przy uzyciu
metod 2-wymiarowych. W ten sposdb nasza wiedza i doswiadczenie zdobyte przy badaniu grup klas odwzorowan oraz
powierzchni Reimanna pozwolg badaé obiekty potencjalnie o wiele bardziej skomplikowane.



