Cel

Celem projektu jest zaproponowanie nowego, wieloaspektowego ujecia aksjomatéw ekstremalnych. W ich analizie bierzemy pod
uwage ustalenia: logiczne, matematyczne oraz kognitywne. Najbardziej znane aksjomaty ekstremalne to: aksjomat zupetnosci w
Grundlagen der Geometrie Hilberta, aksjomat ciggtosci, aksjomat indukcji, aksjomaty ograniczenia w teorii mnogosci oraz
aksjomaty istnienia duzych liczb kardynalnych w teorii mnogosci. Ich rola miata polegac na jednoznacznym (algebraicznie lub
semantycznie) scharakteryzowaniu modelu zamierzonego teorii. Zwykle aksjomaty ekstremalne wyrazajg wiasnosé
maksymalnosci badz minimalnosci modelu. Odkrycia matematyczne w wieku XIX wymusity préby formutowania takich
aksjomatdw. Wyniki uzyskane w logice w wieku XX wskazaty na niektére nieusuwalne ograniczenia metody dedukcyjnej. W
kilku ostatnich dekadach obserwujemy proces sublimacji tresci aksjomatdw ekstremalnych: rozwaza sie ich specjalne wersje (np.
ograniczona indukcja), wskazuje na naturalno$¢ réznych punktéw widzenia w matematyce (np. Borelowski, konstruktywny lub
predykatywny punkt widzenia w teorii mnogosci) oraz poddaje analizie ich konsekwencje dla praktyki matematycznej (np. jak
patologie dopuszczane przez bardzo ogélne zatozenia przyczyniajg sie do niezupetnosci teorii).

Badania

Dotad aksjomatami ekstremalnymi w ogdlnosci zajmowano sie rzadko, literatura przedmiotu dotyczy zwykle jedynie
poszczegoblnych takich aksjomatéw (indukcji, ciggtosci, istnienia duzych liczb kardynalnych). Nie ma opracowania, w ktérym
traktuje sie te aksjomaty kompleksowo, uwzgledniajac aspekty logiczne, matematyczne oraz kognitywne. Wymiernym efektem
projektu bedzie przygotowanie takiego opracowania. Pozwoli ono na uporzadkowanie wiedzy o trudno$ciach zwigzanych z
wyznaczaniem modeli zamierzonych teorii. O modelach zamierzonych teorii empirycznych pisano juz sporo, naszym zdaniem nie
wykorzystano jednak dotad w nalezytym stopniu ogétu wiedzy o aksjomatach ekstremalnych oraz ich zwigzkach z
odpowiedzialnymi za kontekst odkrycia w matematyce intuicjami zawodowych matematykéw. Intuicje te wskazemy dokonujac
analizy tekstow zrodtowych. Proponujemy przy tym nowe spojrzenie na problematyke dotyczaca intuicji matematycznych,
uwzgledniajgce ich stratyfikacje (intuicje elementarne, zwigzane z ludzkim uposazeniem poznawczym, intuicje narzucone przez
przymus symboliczny szkoty oraz zaawansowane intuicje zawodowych matematykdw), a takze ustalenia wspétczesnych nauk
kognitywnych dotyczace poznania matematycznego.

Oprocz krytycznej analizy tekstow zrédtowych, prowadzacej do syntetycznego, wieloaspektowego ujecia aksjomatéw
ekstremalnych celem projektu jest przeprowadzenie bada empirycznych dotyczacych ksztattowania sie intuicji matematycznych.
Dotychczas gromadzili$my obserwacije na ten temat podczas kurséw dotyczacych rozwigzywania probleméw matematycznych. W
ramach projektu dokonamy syntezy tych obserwacji. Przeprowadzimy tez serie eksperymentéw dydaktycznych, polegajacych na
badaniu zachowan poznawczych badanych, napotykajacych w sytuacji problemowej konieczno$¢ wykorzystania nowych dla nich
pojec i technik matematycznych, z ktorymi nie mieli kontaktu w edukacji szkolnej.

Podstawowa metoda prowadzenia badan w czesci teoretycznej projektu bedzie krytyczna analiza zrédtowych tekstow
matematycznych, wspierana ustaleniami dotyczacymi historii matematyki. Uwzglednione zostang przede wszystkim poglady
zawodowych matematykdw, propozycje filozoféw traktowane beda pomocniczo. Nalezy przy tym szczegdlng uwage poswiecié
dwom sprawom. Po pierwsze, wystepuja subtelne réznice w rozumieniu poje¢ matematycznych w réznych epokach, a wiec nie
mozna automatycznie stosowac wspétczesnego rozumienia takich poje¢ do ich wczesniejszego rozumienia, ktore trzeba
odtworzy¢. Po drugie, publikacje matematyczne sa koricowym produktem tworczosci matematycznej i z reguty nie zawierajg
komentarzy, w jaki sposéb dochodzono do osiggnietych wynikdw. Kontekst odkrycia matematycznego nie jest zatem
bezposrednio widoczny w publikacjach, trzeba dokonac jego rekonstrukcji.

W czesci empirycznej projektu, w ktorej prowadzone beda eksperymenty dydaktyczne, podstawowa metoda bedzie obserwacja
uczestniczaca. Bedzie ona polegata na: zaprojektowaniu sytuacji problemowej, obserwacji dziatan poznawczych uczestnikow
badania, kierowaniu ich uwagi ku rokujacym sukces strategiom, korekcji btedow, itp. Na podstawie takich obserwacji mozna
bedzie formutowaé zalecenia dotyczace efektywnej dydaktyki matematyki na poziomie uniwersyteckim.

Powody

Gtéwnym powodem, dla ktérego proponujemy teoretyczng czes¢ projektu jest brak catosciowego, kompleksowego opracowania
roli aksjomatow ekstremalnych w ksztattowaniu sie wiedzy matematycznej. Twierdzimy, ze aksjomaty ekstremalne odegraty
przetomowsg role w rozwoju mysli matematycznej. Sytuacja w matematyce XIX wieku przyczynita sie do ich postulowania,
natomiast wyniki metalogiczne uzyskane w wieku XX ukazaty, jakim ograniczeniom podlegaja wysitki otrzymania
jednoznacznych charakterystyk modeli zamierzonych teorii matematycznych. Skutkowato to dalej rozwazaniem bardziej
wyrafinowanych wersji takich aksjomatéw, wraz z ukazywaniem ich matematycznych konsekwencji. Ukazanie w projekcie tych
Sciezek rozwoju powinno przyczynié sie do lepszego zrozumienia, na czym polega poznanie matematyczne.

Powodem, dla ktérego proponujemy empiryczng czes$¢ projektu jest zamiar uzupetnienia istotnej luki w edukacji matematycznej
spoteczenstwa. Prawie wszystkie badania poswiecone nabywaniu intuicji matematycznych poswiecone sa edukacji szkolnej
dzieci. Niedostateczng uwage poswieca sie natomiast edukacji matematycznej studentéw kierunkéw pozamatematycznych, u
ktorych brak niezbednych we wspétczesnym $wiecie kompetencji matematycznych spowodowany jest czesto traumatycznymi
doswiadczeniami w edukacji szkolnej. Twierdzimy, ze ustalenia uzyskane w wyniku realizacji projektu moga spetni¢ w tej mierze
przydatna role terapeutyczng i dostarczg pomystow, w jaki sposéb mozna ksztattowac poprawne intuicje matematyczne takze u
dorostej mtodziezy.



