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DYSKRETNA ANALIZA HARMONICZNA
MARIUSZ MIREK

Nasze plany badawcze beda koncentrowac si¢ wokot nastgpujacych zagadnien:

(1) Szacowan ¢ funkcji maksymalnych zwigzanych z wieloparametrowymi dyskretnymi operatorami Sred-
niujacymi typu Radona.
(2) Szacowan ¢P funkcji maksymalnych zwigzanych z wieloparametrowymi dyskretnymi operatorami przy-
cigtych transformat Radona.
(3) Teorii ¢P dla dyskretnych nieprzemiennych operatoréw typu Radona: szacowania maksymalne i waria-
cyjne.
Motywacje do prowadzenia badain w tym kierunku sa trojakie. Po pierwsze, dyskretna analiza harmoniczna jest
ciagle stosunkowo mtoda dziedzing, i mimo tego, zZe znaczacy rozwdj nastapit stosunkowo niedawno, to wiele
ciekawych i waznych pytan nadal pozostaje bez odpowiedzi. Problemy, ktére bedziemy podejmowaé wpisuja
sig w dwa gtéwne nurty dyskretnej analizy harmonicznej. Z jednej strony, bedziemy bada¢ wtasnosci dyskret-
nych wieloparametrowych operatoréw typéw Radona zdefiniowanych na powierzchniach wielomianowych. Z
drugiej strony, jedenoparametrowe nieprzemienne dyskretne operatory typu Radona modelowane na odwzoro-
waniach wielomianowych beda przyciagaly nasza uwage. Wszystkie pytania, ktére zamierzamy badaé wyrosty
w ramach wspétpracy autora z profesorem Jamesem Wrightem i profesorem Eliasem M. Steinem, a ostatnio
réwniez podczas rozméw z profesorem Alexandru Ionescu.

Po drugie, problemy poruszane w tym projekcie znajduja zastosowanie w teorii ergodycznej. Uzytecznosc¢ i
znaczenie teorii ergodycznej w innych gateziach matematyki (teoria prawdopodobieristwa, kombinatoryka ad-
dytywna, teoria liczb, uktady dynamiczne) i poza nia (mechanika klasyczna lub mechanika statystyczna) jest
nieocenione. Ostatnio, Green i Tao za pomoca narzgdzi z teorii ergodycznej pokazali, ze zbidr liczb pierwszych
w pewnym sensie dziedziczy ‘struktur¢ addytywna’ ze zbioru liczb catkowitych, dowodzac istnienia dowol-
nie dtugich postgpéw arytmetycznych w zbiorze liczb pierwszych. Pytania ergodyczne dotyczace zbieznoSci
punktowej, czy zbieznoSci w Sredniej moga by¢ stosunkowo tatwo ttumaczone na jezyk dyskretnej analizy
harmonicznej i ten aspekt jest szczegblnie wazny dla nas. Problemy zwigzane z pytaniami o zbiezno$¢ punk-
towa wymagaja bardzo zaawansowanych i subtelnych narzedzi z analizy harmonicznej. Wsréd tych narzedzi sa
funkcje maksymalne, pétnormy oscylacyjne czy r-wariacyjne. Wszystkie te obiekty beda badane w kontekscie
naszych pytan i rozwéj w tym obszarze ma duze znaczenie dla analizy harmoniczne;j.

Po trzecie, inny powdd, ktéry sprawia, ze dyskretna analiza harmoniczna jest tak fascynujaca jest to, (jak
pokazuja ostatnie rezultaty), ze zjawiska wystgpujace tam moga catkowicie r6zni¢ si¢ od tego, co si¢ dzieje,
gdy ich ciagte odpowiedniki sa rozwazane. Te okoliczno$ci powoduja, ze pytania w dyskretnej analizie harmo-
nicznej sa bardzo trudne, poniewaz intuicje z klasycznej analizy harmonicznej zupetnie zawodza. To powoduje,
ze pytania sg bardzo ciekawe, a z drugiej strony konieczne sa nowe metody.

Ten projekt ma interdyscyplinarny charakter, poniewaz wiele ciekawych pytan pojawia si¢ na styku analizy
harmonicznej, teorii liczb i teorii ergodycznej, w momencie gdy dyskretne operatory typu Radona sg badane.
Do tej pory wspomnieli§my jedynie o zastosowan w teorii ergodycznej. Ale nasze problemy ze wzgledu na
ich arytmetyczna natur¢ maja glebokie powiazania z analityczng teorig liczb poprzez sumy eksponencjalne.
Sumy eksponencjalne pojawiaja si¢ naturalnie w dyskretnej analizie harmonicznej gdy uzywamy transformaty
Fouriera do analizy mnoznikéw zwigzanych z naszymi operatorami.

Sumy eksponencjalne maja ogromne znaczenie w analizie wielu probleméw w analitycznej teorii liczb,
zwlaszcza szacowanie ich wartosci Srednich jest istotne. W latach 30 ubieglego stulecia Vinogradov wykorzy-
stujac wlasno$ci translacyjno-dylatacyjnej niezmienniczo$ci pewnych uktadéw réwnan diofantycznych doko-
nat przetomu w szacowaniach wartosci $rednich zwiazanych z sumami eksponencjalnymi. Wprowadzit bardzo
silne narzgdzia, ktére implikowaty szacowania daleko wybiegajace poza te, ktére wynikaty z metody réznico-
wej (czy typu T7T*) wprowadzonej przez Weyla czy van der Corputa. Dzigki temu znaczacy postep nastapit
w takich zagadnieniach jak problem Waringa, szacowania funkcji zeta Riemanna, ekwipartycja wielomianéw
modulo 1, czy ostatnio w problemach zwigzanych z dyskretng restrykcja. Ostatnio szacowania sum ekspo-
nencjalnych okazaty si¢ by¢ istotne dla dowodu twierdzenia Rotha dla liczb pierwszych. Mianowicie, Green
udowodnit istnienie postgpow arytmetycznych o dtugosci co najmniej trzy w podzbiorach liczb pierwszych
majacych nieznikajaca gestos¢. To byt punkt wyjsScia do dowodu stynnego twierdzenia Greena i Tao o po-
stgpach arytmetycznych w liczbach pierwszych. Wreszcie warto podkresli¢, ze niedawno Helfgott przyczynit
si¢ do znacznego rozwoju w teorii sum eksponencjalnych, ktéry zaowocowal pelnym rozwiazaniem tréjko-
wej hipotezy Goldbacha, ktéra méwi, ze kazda nieparzysta liczba N > 5 zapisuje si¢ jako suma trzech liczb
pierwszych. W Swietle tych ostatnich osiagnig¢ mozemy w petni doceni¢ uzyteczno$¢ sum eksponencjalnych.
Jednak, w dyskretnej analizie harmonicznej sumy eksponencjalne wymagaja jeszcze glgbszego zrozumienia.
Dlatego konieczne sg dalsze badania w tym kierunku. Mamy nadziej¢, ze nasze plany badawcze bgda réwniez
wazne w tym aspekcie.



