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Kazda przestrzen Banacha E jest otoczona przez kilka skojarzonych z nig struktur metrycz-
nych i topologicznych. Mozna na przyktad rozwazaé staba topologie na E, pare stabych topologii
na przestrzeni sprzezonej E*, czy tez wlasnosci naturalnego zanurzenia E w druga przestrzen
sprzezona E**. Bogate i zlozone zaleznosci pomiedzy metrycznym i topologicznymi wlasnosciami
tych obiektéw sa przedmiotem pasjonujacych badan teoretycznej matematyki.

Istnieja Sciste zwiazki przestrzeni Banacha i zwartych przestrzeni topologicznych. 7 jednej
strony, kazdy kompakt K wyznacza przestrzen Banacha C'(K) rzeczywistych funkcji ciagtych na
K; 7 drugiej strony, z kazda przestrzenia Banacha E wiaze sie zwarta przestrzen K = Bp«, czyli
kula w przestrzeni sprzezonej rozpatrywana w *-stabej topologii.

Od lat badana jest klasa kompaktow Radona-Nikodyma, czyli zwartych przestrzeni topolo-
gicznych, ktére zanurzaja si¢ w sprzezong przestrzen E*, majaca tak zwana witasnos¢ Radona-
Nikodyma. Jednym z probleméw niniejszego projektu bedzie préba scharakteryzowania tych zwar-
tych przestrzeni liniowo uporzadkowanych, ktére naleza do wspomnianej klasy. W tym celu za-
mierzamy zastosowa¢ pewne nowe wyniki o teoriomnogosciowej strukturze linowych porzadkow.

Innym naukowym zamierzeniem jest rozwigzanie kilku probleméw o tak zwanych sumach
skreconych przestrzeni ¢y z innymi przestrzeniami Banacha. Tutaj cq jest klasyczng przestrzenia
ciaggdw liczb rzeczywistych zbieznych do 0; ma ona nastepujaca wtasnos$é: Jezeli zanurzymy cy w
oérodkows, przestrzen F, to jest ona dopeklialna w E, to znaczy istnieje przestrzen Banacha F,
taka ze F = cgB F'. Jest wiele pytan o to, jak cg lezy w pewnych nieoSrodkowych nadprzestrzeniach.
Zalézmy na przyklad, ze ¢y zanurza sie w E, tak ze przestrzen ilorazowa E/cq jest izomorficzna z
C(2¢1), przestrzenia ciagtych funkcji na kostce Cantora ciezaru wy. Czy ¢y musi byé dopelnialna w
E? Jak niedawno udowodnilismy, odpowiedz jest pozytywna w pewnym modelu teorii mnogosci.
Uprzednio pokazano, ze odpowiedz negatywna wynika z hipotezy continuum. Nasz dowdd opieral
sie¢ na pomocniczych rezultatach o przestrzeniach zwartych i funkcjach na algebrach Boole’a. Jak
sadzimy, nasza metoda pozwoli rozwigzaé inne problemy zwiazane z tym zagadnieniem i uzyskaé
ciekawe wyniki ogdlniejszej natury.

Algebra miary to algebra Boole’a powstala z borelowskich podzbioréw [0, 1], po utozsamieniu
zbiorow, ktore réznia sie o zbiér miary Lebesgue’a zero. Jest to klasyczna algebra, Scisle zwia-
zana z przestrzenia Banacha L.[0,1]. W teorii forsingu wiaze si¢ ona z tak zwanym modelem
random teorii mnogosci. Wiele lat temu M. Talagrand zauwazyl, ze w tym modelu zachodzi wiele
‘pozytywnych’ zjawisk, dotyczacych catkowania funkcji o warto$ciach wektorowych, podczas gdy
zalozenie hipotezy continuum prowadzi do zjawisk raczej ‘patologicznych’. Naszym celem jest ba-
danie wlasnosci algebry miary, zaréwno tych pochodzacych z analizy funkcjonalnje, jak i teorii
mnogosci.

Nasze zamierzenia badawcze obejmujg analize nowych metod konstruowania przestrzeni Bana-
cha. W szczegdlnosci interesuje nas pojecie wolnej kraty Banacha F'BL[E] generowanej przez dana
przestrzen Banacha E. Formalna definicja F'BL[E] nasladuje powszechnie stosowana w matema-
tyce metode definiowana wolnych struktur. Taka krata Banacha jest, w pewnym sensie, jedyna i
moze by¢ opisana jako podprzestrzen pewnej przestrzeni funkcii ciggtych. Na razie niewiele wia-
domo o strukurze FBL[E]. W szczegdlnosci chcemy zrozumieé, kiedy FBL[E] jest przestrzenia
Banacha stabo zwarcie generowalna. Zamierzamy wreszcie systematycznie bada¢ zwiazki pomie-
dzy idealami na zbiorze liczb naturalnych i przestrzeniami Banacha. Ideal na N to dziedziczna
rodzina podzbioréw, zawierajaca zbiory skonzone i zamknieta na skonczone sumy. Jezeli (xy,)n
jest ciagiem w przestrzeni Banacha F, to mozna rozwazy¢ ideat tych A C N, dla ktérych szereg
> neA Tn jest bezwarunkowo zbiezny. Taki ideal nalezy do ciekawej klasy tak zwanych analitycz-
nych P-idealtéw. Z drugiej strony kazdy analityczny P-ideal jest zwigzany z pewng podaddytywna
funkcja na RN, naturalnie definiujaca przestrzen Banacha. Jednym z naszych celéw jest badanie
przestrzeni Banacha zwiazanych w ten sposéb z naturalnymi idealami na N.



