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Kolorowania, kliki i zbiory niezalezne w klasach graféw
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Grafy sa abstrakcyjnymi strukturami, ktére maja za zadanie modelowac interakcje migdzy parami obiektow.
Obiekty takie sa reprezentowane w grafie za pomoca wierzchotkéw, a interakcje — za pomoca krawedzi
laczacych pewne pary wierzchotkéw. Prostota i zarazem og6lno$¢ tych struktur uczynily teorig graféw jedna
z najwazniejszych i najdynamiczniej rozwijajacych si¢ gatgzi matematyki skoficzonej. Poniewaz zas wiele
praktycznych probleméw daje si¢ modelowaé za pomoca graféw, poszukiwanie efektywnych algorytméw
grafowych stanowi bardzo wazny obszar badan w informatyce.

Zbidr wierzchotkdéw grafu nazywamy zbiorem niezaleznym, jezeli zadne dwa jego wierzchotki nie sa po-
taczone krawedzia. Kolorowaniem grafu nazywamy podziat jego wierzchotkéw na zbiory niezalezne, ktére
nazywamy woéwczas kolorami. Dwa klasyczne problemy optymalizacji kombinatorycznej na grafach polegaja
na wyszukiwaniu jak najwigkszego zbioru niezaleznego w grafie oraz na kolorowaniu grafu za pomoca jak
najmniejszej liczby koloréw. Maja one szczegdlne znaczenie w praktycznych zastosowaniach graféw do mo-
delowania konfliktéw w zarzadzaniu zasobami (takich jak szeregowanie zadan czy przydziat czgstotliwosci
w sieciach komoérkowych), gdzie zbiory niezalezne i kolorowania reprezentuja podsystemy wolne od konfliktow
i podziaty na takie podsystemy.

Dla ogdlnych graféw wymienione problemy sa zbyt ztozone — nie jesteSmy i zapewne nigdy nie bedziemy
w stanie ich rozwiazywaé za pomoca efektywnych algorytméw, nawet w przyblizeniu. Zeby ominaé te trudnosé,
zamiast dowolnych graféw zajmujemy si¢ klasami graféw spetniajacych pewne strukturalne ograniczenia.
W niniejszym projekcie rozwazamy dwa naturalne sposoby definiowania takich ograniczen: przez okreSlenie
geometrycznej reprezentacji, jaka rozwazane grafy musza posiadac, lub struktury zabronionej, ktérej rozwazane
grafy nie moga zawierac.

Pierwsza grupa proponowanych zadan badawczych dotyczy zaleznosSci minimalnej liczby koloréw wystarcza-
jacej do pokolorowania grafu od rozmiaru najwigkszej kliki w tym grafie, czyli zbioru wierzchotkéw wzajemnie
polaczonych krawedziami. W klice kazdy wierzchotek musi mie¢ inny kolor, a wigc graf wymaga co najmnie;j
tylu koloréw, ile wierzchotkéw ma najwigksza klika. Istnieja jednak grafy niezawierajace klik wigkszych niz
dwuwierzchotkowe, ktére mimo to wymagaja dowolnie wielu koloréw. Klasy graféw, w ktérych liczba wymaga-
na koloréw jest ograniczona wzgledem rozmiaru najwigkszej kliki, nazywamy y-ograniczonymi. Podstawowe
pytania zwiazane z ) -ograniczonoscia dotycza nastepujacych kwestii:

e Ktore klasy graféw sa x-ograniczone?

e W klasach graféw, ktére sa y-ograniczone, jak szybko liczba potrzebnych koloréw moze rosnaé wraz

z rozmiarem najwigkszej kliki (w szczegdélnosSci — czy ro§nie wielomianowo)?
e W klasach graféw, ktére nie sa y-ograniczone, jak szybko liczba potrzebnych koloréw moze rosnaé wraz
z liczba wierzchotkéw przy ustalonym maksymalnym rozmiarze kliki?

W ostatnich kilku latach w badaniach dotyczacych y-ograniczonosci (z istotnym udziatem kierownika projektu)
dokonat si¢ bardzo duzy postep, ktéry doprowadzit do catkowitego lub czgSciowego rozwigzania wielu klasycz-
nych probleméw z lat osiemdziesiatych, zwtaszcza dotyczacych pierwszego powyzszego pytania, oraz dostarczyt
nowych narzgdzi do pracy z klasami -ograniczonymi. W niniejszym projekcie skupiamy si¢ gtéwnie na dwéch
pozostatych pytaniach, a takze na problemie z nimi zwiazanym — weryfikacji, czy poszczegdlne klasy spetniaja
tzw. wlasno$¢ Erd6sa-Hajnala, tzn. czy w grafach tych klas istnieja kliki lub zbiory niezalezne wielomianowego
rozmiaru (jest to wlasno$¢ stabsza niz wielomianowa y-ograniczono$¢). Stynna hipoteza Erdésa-Hajnala orzeka,
ze wlasno$¢ ta zachodzi w kazdej klasie graféw z co najmniej jedna strukturg zabroniona, i liczymy na to, ze
nasze badania beda stanowily przyczynek do rozstrzygnigcia takze tej hipotezy.

Druga grupa proponowanych zadafi badawczych dotyczy efektywnych algorytméw znajdowania zbioréw
niezaleznych w poszczeg6lnych klasach graféw. Poszukujemy zaréwno algorytméw doktadnych, ktére zawsze
znajduja najwigkszy zbidr niezalezny i ktérych miarg efektywnosci jest czas ich dzialania, jak i tzw. algorytméw
aproksymacyjnych, ktére znajduja zbiér w przyblizeniu najwigkszy i ktérych podstawowa miara efektywnosci
jest doktadno$¢ przyblizenia. Réwniez w tym obszarze badan dokonat si¢ ostatnio znaczacy postep, ale wiele
waznych problemdw, np. istnienie algorytmu wielomianowego w klasach graféw z zabroniong $ciezka, pozostaje
nadal otwartych. Liczymy na to, ze badania probleméw pierwszej grupy pomogg nam gruntownie zrozumiec
rozwazane klasy graféw i otworza droge do wypracowania poszukiwanych algorytméw lub do uzyskania
teoretycznego uzasadnienia braku takich algorytméw — tzw. warunkowych ograniczen dolnych ztozonosci
obliczeniowe;j.



