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Zastosowania multiporzadkéw i
pseudometryki f-bar do badania dzialan
przeliczalnych grup ze $rednig

Streszczenie popularnonaukowe

Teoria ergodyczna i dynamika topologiczna zostaly pierwotnie opracowane dla dziatan grupy liczb
calkowitych Z. Dlatego wiele klasycznych wynikéw i dowodéw wykorzystuje w szerokim zakresie nat-
uralny porzadek < na tej grupie, tzn. ,kierunek czasu”. Zwréémy uwage, ze porzadek ten jest niezmi-
enniczy, tzn. n < m implikuje, ze dla dowolnego k catkowietgo mamy k +n < k +m. To pozwala nam
wprowadzi¢ intuicyjnie jasne pojecia ,przesztosci” i ,,przysztosci”, ktére odgrywaja fundamentalna role
w wielu aspektach badan nad klasycznymi uktadami dynamicznymi.

Jedna z trudno$ci, na jakie napotykamy przy rozszerzaniu teorii ergodycznej z dzialain Z na
wieloparametrowe dziatania innych przeliczalnych grup, w szczegblnosci na dzialania przeliczalnych
grup ze $rednia, jest to, ze ten ,kierunek czasu” — i wynikajaca z niego matematyka — zostaja utracone.
W pelnej ogoélnosci nie ma bowiem niezmienniczego porzadku na grupie, zatem pojecia ,przesztosci”,
czy ,,przysztosci” traca sens. Niemniej jednak, nadal mozna otrzymac wiele twierdzen teorii ergodycznej
i dynamiki topologicznej dla dzialan grup ze srednia (a nawet dla dziatani grup soficznych), ale tylko
w zakresie nie wymagajacym czasu skierowanego.

Multiporzadek jest nowym narzedziem wprowadzonym przez Downarowicza (kierownika niniejszego
projektu), Oproche, Wiecka i Zhanga. Jest on wersja losowego porzedku niezmienniczego (IRO — od
angielskiego invariant random order) wprowadzonego wiele lat temu przez Johna Kieffera. Z grubsza
rzecz biorac, IRO jest rodzina porzadkow {<,} na grupie G, ktora jest lacznie niezmiennicza, tzn.
jesli g <o h (g,h € G), to kg <p kh, gdzie a i  sa odpowiednio powiazane (szczegodly tej zaleznosci
pominiemy). Multiporzadek jest rodzajem IRO speliajacym dodatkowe wymaganie, zeby wszystkie
porzadki byty typu Z, to znaczy porzadkowaly identycznie jak grupa liczb catkowitych Z jest uporzad-
kowana przez zwykla nier6wno$é <. Multiporzadek pozwala wyznaczy¢ ,przesztosé” i ,przysziose”
kazdej orbity w dokladnie takim samym stylu jak to sie robi dla klasycznych dzialan grupy Z. De
facto, multiporzadek indukuje orbitalna réwnowazno$¢ z dziataniem grupy liczb catkowitych Z z do-
datkowymi dobrymi wtasno$ciami, takimi jak zachowanie przeszlosci i przysztosci orbit, zachowanie
entropii warunkowej i wieloma innymi. W szczeg6lnosci pozwala on efektywnie identyfikowaé fak-
tor Pinskera (czyli maksymalny factor o zerowej entropii) w dowolnym dziataniu teorio-miarowym
przeliczalnej grupy ze $rednia.

Pseudometryka f-bar jest narzedziem w dynamice symbolicznej dziatani Z, ktore okazato sie przy-
datne m.in. do charakteryzowania topologicznych modeli uktadéw luzno bernoullowskich o entropii
zero (tj. uktadow rownowaznych w sensie Kakutaniego uktadom Kroneckera). Jest to rzadka sytuacja,
gdy modele topologiczne pewnej klasy teorio-miarowej moga by¢ zidentyfikowane za pomoca metod
czysto topologicznych.

Naszym gléwnym zamiarem jest potaczenie tych dwoch technik i zaadaptowanie pseudometryki
f-bar (ktora z definicji odnosi sie do orbit uporzadkowanych wzdtuz Z) do dziatan przeliczalnych grup
ze $rednia. Przejscie to powinno byé¢ mozliwe poprzez uporzadkowanie orbit zgodnie z multiporzadkiem
lub, by¢ moze, poprzez przejscie do orbitalnie réwnowaznego dzialania grupy liczb catkowitych Z. Gdy
taka adaptacja sie powiedzie, zamierzamy skupi¢ sie na kilku problemach, poczynajac od bardzo
og6lnych pytan dotyczacych samych multiporzadkéw, przechodzac do bardziej szczegoltowych zadan
zwiazanych z ogdélnymi zastosowaniami multioporzadkéw w dzialaniach grupy G, a koriczac na za-
gadnieniach zwiazanych z zastosowaniami (miejmy nadzieje, ze udanie zaadaptowanej) pseudometryki
f-bar w kontekscie uktadéw luzno Bernoullowskich.



