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Roéwnania rézniczkowe czastkowe
w analizie i geometrii zespolonej i wypuklej
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Streszczenie popularnonaukowe

Z punktu widzenia przecietnego cztowieka liczby zespolone maja dos$¢ abstrakcyjny (czy tez
urojony) charakter. Ale tak naprawde w matematyce pelnig kluczowa role, sa tez czesto wykorzy-
stywane w fizyce i wielu innych naukach (cho¢ pewnie czasami sami naukowcy pracujacy w tych
dziedzinach nawet nie zdaja sobie z tego sprawy). Wiele probleméw matematycznych, ktérych
sformutowanie jest elementarne i czesto zrozumiate dla takiego przecietnego cztowieka, np. w teorii
liczb, geometrii algebraicznej, czy teorii réwnan rézniczkowych, znajduje swoje rozwigzanie wtasnie
przy wykorzystaniu liczb zespolonych. Nie jest przypadkiem, ze od kilkuset lat czotowi matematycy,
jak choc¢by Euler, Gauss, czy Riemann miedzy innymi analizg zespolong intensywnie si¢ zajmowali.
Anegdota przypisywana stynnemu (przynajmniej w Japonii) matematykowi Kiyoshi Oka glosi, ze
swoim studentom na tablicy rysowat koto, ktére miato obrazowaé¢ catg matematyke, wedtug niego
wnetrze tego kota to analiza zespolona, a jego brzeg to reszta matematyki.

Ten projekt zajmuje sie podstawowymi réwnaniami roézniczkowymi czastkowymi w analizie
wielu zmiennych zespolonych: réwnaniem O (zwanym tez niejednorodnym réwnaniem Cauchy’ego-
Riemanna) oraz zespolonym réwnaniem Monge’a-Ampere’a. Réwnanie 0 i teoria oszacowan L2
zapoczatkowana w latach 60-ych przez Hormandera pozwalajg miedzy innymi konstruowac¢ funkcje
holomorficzne w nietrywialny sposéb. Jednym z potencjalnych zastosowan spoza analizy zespolo-
nej moze by¢ proba udowodnienia hipotezy Mahlera z analizy wypuklej sformutowanej w latach
30-ych XX wieku. Mowi ona, ze dla symetrycznego ciata wypuktego w R™ najmniejszy mozliwy
iloczyn jego objetosci i objetosci ciala dualnego jest osiggany dla n-wymiarowej kostki. Do tej
pory udato sie to udowodni¢ tylko w wymiarach 2 i 3. Okoto 10 lat temu Nazarow przedstawit
rownowazne sformutowanie tego problemu polegajace na skonstruowaniu funkcji holomorficznej w
C" z odpowiednimi oszacowaniami L?. Wydaje sie, ze teoria Hormandera dla operatora O oraz
nowe rezultaty i metody wypracowane w niej w ostatnich latach sa dobra okazja do badania tej
rownowaznej hipotezy Nazarowa i pokrewnych probleméw.

Zespolone rownanie Monge’a-Ampére’a jest w petni nieliniowym réwnaniem eliptycznym dru-
giego rzedu. Jego nieliniowo$¢ powoduje, ze rozwiazanie problemu Dirichleta dla tego rownania jest
znacznie trudniejsze, nie mozemy np. liczy¢ na rozwigzania dane przy pomocy wzoréw reprezenta-
cyjnych (tak jak to ma miejsce w przypadku réwnania Poissona, ktére jest liniowe). Istnienie takich
rozwigzan jest dowodzone nie wprost, przy pomocy analizy funkcjonalnej i tzw. metody cigglosci, a
gtowng role pelnig oszacowania a priori. W ten np. sposoéb Yau w latach 70-ych udowodnit hipoteze
Calabiego, czyli istnienie metryk kahlerowskich o odpowiedniej krzywiznie. Miedzy innymi z tego
powodu zespolone rownanie Monge’a-Ampere’a pelni centralng role w geometrii zespolonej. Jest
réwniez kluczowe w teorii pluripotencjatu (czy teorii potencjatu dla wielu zmiennych zespolonych),
w tym wypadku szukamy stabych, czyli niekoniecznie gtadkich rozwigzan tego rownania.

Jednym z celéw projektu jest badanie regularnosci rozwigzan tego réwnania oraz mozliwych
zespolonych nieréwnosci izoperymetrycznych z tym rownaniem zwigzanych. Bytyby one odpowied-
nikiem klasycznej nieréwnosci izoperymetrycznej (dajacej optymalne gérne oszacowanie na pole
obszaru na plaszczyznie przy pomocy jego obwodu), a takze nieréwnosci Aleksandrowa-Fenchela
dla cial wypuktych w R™. Taka zespolona nieréwnos¢ izoperymetryczna implikowataby w szcze-
gblnosci wazne ooptymalne oszacowania dla zespolonego operatora Monge’a-Ampere’a pozwalajac
znalez¢ nowe rozwigzania dla tego réwnania.



