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STRESZCZENIE POPULARNONAUKOWE

Badanie rownan wielomianowych to gleboka tradycja w matematyce, siegajaca korze-
niami matematyki mezopotamskiej sprzed kilku tysiacleci. Od tego czasu rozwijato sie
przez stulecia i cywilizacje. P6zniej, w XIX wieku, wywotalo to zupetnie nowa dziedzine,
ktora stala sie jedna z gltéwnych dziedzin wspoélczesnej matematyki teoretycznej — geo-
metrie algebraiczna. W terminach wspoétczesnych, jest to badanie réwnan w strukturach
algebraicznych znanych jako ciata.

Roéwnoczesnie z rozwojem geometrii algebraicznej, w XIX, XX i XXI wieku rozwinat
sie inny rodzaj struktur algebraicznych — grupy — ktore od lat 80. XX wieku sa badane
nie tylko jako obiekty algebraiczne, ale takze jako obiekty geometryczne, dajac poczatek
tzw. geometrycznej teorii grup. Laczac dwie wyzej wymienione dziedziny matematyki, w
latach 90. XX wieku wprowadzono ,,geometrie algebraiczng nad grupami”, ktéra miata na
celu badanie réwnan w grupach, a nie w ciatach.

Jedna z najwazniejszych wtasciwodci ciat jest to, ze aby rozwigzaé¢ dowolny uktad row-
nan nad cialem, wystarczy rozwazy¢ skonczenie wiele z tych rownan — dodanie ktérego-
kolwiek z pozostatych nie wprowadza zadnych nowych ograniczen. Nie jest to koniecznie
prawda w przypadku réownan nad grupa G, ale jesli tak jest, mowimy, ze G jest row-
nantowo noetherowska. Takie grupy badano przez wiekszosé drugiej polowy XX wieku
jako obiekty algebraiczne. Okazalo sie¢ jednak, ze sa one powiazane ze stynnymi proble-
mami Tarskiego — postawionymi przez Alfreda Tarskiego w latach 40. XX wieku i wreszcie
rozwigzanymi w 2006 roku za pomoca metod geometrycznych, pokazujac, ze z punktu wi-
dzenia logiki matematycznej nie da sie rozrézni¢ dwoch ,grup wolnych”. Od tego czasu
geometria jest szeroko wykorzystywana do badania grup réwnaniowo noetherowskich, a
rozwoj tych badan jest jednym z gltownych celow tego projektu.

W ciagu ostatnich pieciu lat odkryto zaskakujacy zwiazek miedzy grupami réwnaniowo
noetherowskimi a stopniem wzrostu grup. Aby to zrozumie¢, rozwazmy analogie mrowki
chodzacej po réznych obiektach. Mozna zadaé sobie pytanie: jaka powierzchnie swojego
Swiata” mrowka moze widzieé po przejsciu pewnej odlegtosci r? Jesli nasza mréowka znaj-
duje sie na skoriczonym obiekcie, np. na kamieniu, to moze odwiedzi¢ dowolne miejsce
po przejsciu pewnej skoriczonej odleglosci; natomiast jesli znajduje sie na (duzej) kartce
papieru, to po przejsciu r centymetréw moze odwiedzié¢ 7r? centymetréw kwadratowych
swojego Swiata.

Jednakze, jesli mrowka znajduje sie na duzym, kreconym lisciu, np. na liSciu jarmuzu,
to moze odwiedzi¢ nawet wiecej niz 772 cm? swojego $wiata po przejsciu zaledwie r cm —
w rzeczywistodci, jest mozliwe, ze co kilka centymetréow powierzchnia swiata dostepna dla
mrowki podwaja sie! I okazuje sie, ze wiekszos$¢ grup rosnie doktadnie tak samo — maja
tzw. wzrost wyktadniczy. Mozna sie wiec zastanawiaé, jak daleko mrowka musi iS¢, aby
powierzchnia $wiata dostepna do niej podwoita sie — moze dzieje sie tak co b cm, a moze
wystarcza tylko 2 cm? To wlasnie mierzy stopien wzrostu grupy, a badanie tych stopni
wzrostu jest drugim gltéwnym celem projektu.



