Nr rejestracyjny: 2025/59/D/ST1/02153; Kierownik projektu: dr Tomasz Petka

GEOMETRIA W PROMIENIU ZERO:
NOWE KONSTRUKCJE HYBRYDOWE
W TEORII OSOBLIWOSCI I SYMETRII LUSTRZANEJ
STRESZCZENIE POPULARNONAUKOWE

Geometria w szerokim rozumieniu zajmuje sie badaniem obiektow i ich symetrii, a rodzaj geometrii
zalezy od dopuszczanych symetrii (ta koncepcja nosi nazwe programu erlangenskiego F. Kleina z 1872r).
Na przyklad, geometria na plaszczyznie, ktéra znamy ze szkoty, zezwala jedynie na obroty, symetrie
osiowe 1 przesuniecia. Geometria algebraiczna dopuszcza symetrie zadane odwzorowaniami wielomia-
nowymi. Na drugim koricu spektrum znajduje sie topologia, ktéra pozwala na dowolne rozcigganie i
Sciskanie (bez rozrywania i klejenia). Oczywiscie, topologia daje duzo wiecej swobody (i tadne rysunki),
a geometria algebraiczna jest do$é sztywna i blizsza komputerowym obliczeniom. Jedna z gltéwnych
motywacji tego projektu jest pytanie jak wiele algebraicznych informacji mozna odczytaé z
topologii lub geometrii symplektycznej (zob. ponizej).

Przyktadem takiej algebraicznej informacji jest krotnosé wielomianu w zerze. Rozwazmy wielomian
f, np. f(z,y) = y*> + x>. Rownanie {f = 0} zadaje hiperpowierzchni¢ w zespolonej przestrzeni C",
ktora rozwazamy w otoczeniu zera. Dla y? + 23, jej cze$é rzeczywista jest przedstawiona na lewym
rysunku. Krotnosé f to najnizszy stopien sktadnikow f, np. y? 4+ 23 ma krotnosé 2. Jest to jeden
z podstawowych niezmiennikéw algebraicznych. W 1971r. Zariski zadal pytanie, czy krotnos¢ mozna
odezytaé z topologii hiperpowierzchni {f = 0} w C". Co zaskakujace, to proste pytanie jest wciaz
otwarte, i proby jego rozwiazania w duzej mierze uksztaltowaly ostatnie pétwiecze teorii osobliwosci.

Topologia {f = 0} w C" jest opisana przez wtékno Milnora F, czyli hiperpowierzchnie {f = 4}
przecieta z maltg kulg o srodku w 0, i monodromie ¢: F' — F', czyli przeksztalcenie zadane przez
przejécie raz dookota tuby Milnora {|f| = §}. Dla f = y? + 23, wlokno Milnora jest przedstawione po
prawej: jest to powierzchnia z jedna “dziurg”, ktérej brzegiem jest znany wezetl trojlistny. Monodromia
¢ obraca F' o 120°, cyklicznie permutujac 3 “wstazki”, i o 180°, zamieniajac gérna i dolna “pokrywke”.

Na pierwszy rzut oka nie jest jasne, jak z tego obrazka odczytaé krotnoéé; ale da sie to zrobié: jest
to najmniejsza taka liczba v > 1, ze v-ta iteracja ¢ ma punkt staly. Rzeczywiscie, ¢ nie ma punktow
stalych, ale druga iteracja ¢ o ¢ to zwykly obrét, ktoéry nie rusza $rodka kazdej z “pokrywek”.

Niestety, ta charakteryzacja nie dziata dla wszystkich wielomianéw f. Mozna ja jednak poprawié¢
przechodzac do geometrit symplektycznej. Jest to nieco sztywniejsza geometria, gdzie symetrie musza
zachowywaé pola figur. W 2019r. M. McLean wykazal, ze krotnosé¢ jest niezmiennikiem symplektycz-
nym, i mozna jg scharateryzowac, jak powyzej, za pomoca dynamiki symplektycznej monodromii.

Wspdlnie z J. Ferndndezem de Bobadillg, uogdlnilismy wynik McLeana przy pomocy nastepujacej
“hybrydowej” konstrukeji: zastapliSmy centralne wiokno {f = 0} kopia tuby Milnora “o promieniu
zero”, w taki sposob, ze symplektyczna monodromia “w promieniu zero” ma tatwg do opisania dynami-
ke. To uogodlnienie pozwolito czesciowo odpowiedzie¢ na pytanie Zariskiego: wykazalidmy, ze krotnosé
osobliwosci izolowanych jest stata w rodzinach o tej samej topologii.

W tym projekcie planuje rozwinaé konstrukcje ‘“w promieniu zero” i zastosowaé ja do
innych zagadnienn deformacyjnych. W ten sposéb, zamierzam zbada¢ zwiazki miedzy geometrig
lgebraiczna, symplektyczna, i topologia, ktére okazuja sie by¢ zaskakujaco subtelne.

Ponadto, tatwa w opisie geometria “w promieniu 0” pozwala zaobserwowa¢ zjawiska podobne do tych
przewidzianych przez symetrie lustrzang: serie gltebokich hipotez, ktére wiazg geometrie algebraiczng
i symplektyczng, a oryginalnie wywodzg sie z fizyki. Wobec tego, nasza konstrukcja stanowi nowe
narzedzie do badania zagadnien symetrii lustrzanej, ktérego planuje uzyé w tym projekcie.



