
GRADOWANA GEOMETRIA RÓ�NICZKOWA WRAZ Z ZASTOSOWANIAMI

Koncepcja gradowanej supergeometrii wywodzi si¦ z idei supersymetrii, zrodzonej na potrzeby �zyki.

W istocie, zuni�kowana teoria mocnych, sªabych, elektromagnetycznych i grawitacyjnych oddzia-

ªywa« jest sformuªowana w j¦zyku superrozmaito±ci. W rachunku ró»niczkowym w wersji `super'

pracuje si¦ ze zmiennymi wyposa»onymi w parzysto±¢, przyjmuj¡c¡ warto±ci 1 (zmienne nieparzy-

ste) i 0 (zmienne parzyste). Super-odpowiednikiem przestrzeni Rn ze wspóªrz¦dnymi (zmiennymi)

(x1, . . . , xn) s¡ super-przestrzenie Rp|q z super-wspóªrz¦dnymi (x1, . . . , xp, ξ1, . . . , ξq), gdzie xi s¡ pa-

rzyste a ξa s¡ nieparzyste. Parzysto±¢ de�niuje reguªy komutacji : wspóªrz¦dne parzyste komutuj¡

ze wszystkimi wspóªrz¦dnymi, xi · xj = xj · xj (jak dla zwykªych wspóªrz¦dnych) i xi · ξa = ξa · xi,
podczas gdy wspóªrz¦dne nieparzyste anty-komutuj¡ ze sob¡, ξa · ξb = −ξb · ξa. Potrzeba rachunku z

anty-komutuj¡cymi zmiennymi staªa si¦ jasna, gdy �zycy odkryli, »e ka»da cz¡stka elementarna jest

albo fermionem (np. elektron) albo bozonem (np. cz¡stka ±wiatªa, foton), a ró»nica polega na rodzaju

oddziaªywania; pola bozonowe komutuj¡, podczas gdy pola fermionowe anty-komutuj¡. Implikuje to,

»e fermiony nie mog¡ wspóªistnie¢ w tym samym stanie kwantowym.

Fundamentalnym odkryciem dokonanym przez F.A. Berezina w latach 60-tych byªa obserwacja,

»e mo»na rozwin¡¢ rachunek ró»niczkowy i geometri¦ ró»niczkow¡ z super-wspóªrz¦dnymi, pracuj¡c

z (super)funkcjami ró»niczkowalnymi (mo»na temu poj¦ciu precyzyjny sens) zale»¡cymi od super-

zmiennych. Pochodne cz¡stkowe i ogólniej, operatory ró»niczkowe w super-zmiennych, równie» speª-

niaj¡ pewne reguªy komutacji. Fakt, »e nieparzyste zmienne anty-komutuj¡ implikuje, »e superfunkcje

s¡ wielomianowe w zmiennych nieparzystych. Globalne obiekty, superrozmaito±ci, s¡ skonstruowane

poprzez sklejenie lokalnych map wyposa»onych w super-wspóªrz¦dne za pomoc¡ tzw. funkcji przej±cia,

które s¡ super-dyfeomor�zmami. Opisana `supermatematyka' jest szeroko stosowana w rozmaitych

dziedzinach nauki, zwªaszcza w �zyce w mechanice kwantowej i kwantowej teorii pola.

Je»eli pewna wyró»niona rodzina super-wspóªrz¦dnych jest wyposa»ona dodatkowo w wag¦ (sto-

pie«), która jest na ogóª liczb¡ caªkowit¡, to mówimy o lokalnej gradacji. Jednak, podczas gdy po-

j¦cie superfunkcji jest caªkowicie zdeterminowane przez parzysto±¢ i reguªy komutacji, w przypadku

Z-gradacji wyst¦puje pewna dowolno±¢ w wyró»nieniu funkcji `dopuszczalnych'. Dla gradacji przyj-

muj¡cych warto±ci tylko w liczbach naturalnych jest przyj¦te rozwa»anie wyª¡cznie funkcji, które s¡

wielomianowe wzgl¦dem zmiennych z niezerow¡ wag¡. Tymczasem, w przypadku gradacji z wagami

zarówno dodatnimi jak i ujemnymi, funkcje wielomianowe zazwyczaj nie wystarczaj¡. Istniej¡ dwa

gªówne podej±cia do tego problemu: pierwsze dopuszcza szeregi formalne od zmiennych z niezerow¡

wag¡, podczas gdy drugie dopuszcza wszystkie funkcje otrzymane jako kombinacje funkcji jednorod-

nych. Jednorodno±¢ jest zde�niowana poprzez wyró»nienie tzw. wagowego pola wektorowego ∇, które
we wspóªrz¦dnych yi z wag¡ wi ma posta¢ ∇ =
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. Pole wagowe zawiera caª¡ informacj¦

o gradacji: funkcja f jest jednorodna z wag¡ w, gdy ∇(f) = wf . Nawet w standardowym (czysto

parzystym) przypadku, dodanie gradacji wzbogaca teori¦ i znajduje zastosowanie w ró»nych dziedzi-

nach, np. mechanice geometrycznej, tym bardziej, »e np. wi¡zki wektorowe s¡ prostym przykªadem

rozmaito±ci gradowanych, a trudno przeceni¢ ich znaczenie w matematyce i �zyce (ale równie» w

ekonomii, medycynie itd.).

Nie powinno dziwi¢, »e w przeciwie«stwie do standardowej matematyki, super-komutatory ope-

ratorów liniowych [A,A] = AA ± AA mog¡ nie by¢ zerowe; dla operatorów nieparzystych, [A,A] =
AA+AA = 2A2. Je»eli dla nieparzystego ró»niczkowania Q stopnia 1 pewnej superalgebry superfunk-

cji z gradacj¡ mamy [Q,Q] = 2Q2 = 0, to nazywamy je homologicznym polem wektorowym (nazwa

ma korzenie w algebrze homologicznej), a odpowiedni¡ rozmaito±¢ dg-rozmaito±ci¡ (dg=di�erential

graded). Dobrze znanym przykªadem Q jest ró»niczka de Rhama w N-gradowanej superalgebrze form
ró»niczkowych na rozmaito±ci M . Ta superalgebra mo»e by¢ rozumiana jako algebra superfunkcji na

`super' odpowiedniku wi¡zki stycznej TM . Idea dg-rozmaito±ci pochodzi z �zyki teoretycznej, miano-

wicie z formalizmu BV-BRST, który jest pot¦»nym narz¦dziem do pracy z singularnymi lagran»ianami

w �zyce kwantowej i potencjalnie istotnym opisem cz¦±ci praw rz¡dz¡cych Wszech±wiatem.

Nasz projekt jest po±wi¦cony badaniom struktury (super)rozmaito±ci gradowanych, ich wzajem-

nych relacji, odpowiednich jednorodnych struktur geometrycznych ró»nego rodzaju i mo»liwych za-

stosowa«. Jest wiele otwartych problemów w tej dziedzinie, istotnych z punktu widzenia analizy

matematycznej, geometrii i wielu obszarów �zyki. Mamy nadziej¦ rozwi¡za¢ du»¡ cz¦±¢ tych proble-

mów i opublikowa¢ nasze wyniki w licz¡cych si¦ mi¦dzynarodowych czasopismach naukowych.


