GRADOWANA GEOMETRIA ROZNICZKOWA WRAZ Z ZASTOSOWANIAMI

Koncepcja gradowanej supergeometrit wywodzi sie z idei supersymetrii, zrodzonej na potrzeby fizyki.
W istocie, zunifikowana teoria mocnych, stabych, elektromagnetycznych i grawitacyjnych oddzia-
tywan jest sformutowana w jezyku superrozmaitosci. W rachunku rézniczkowym w wersji ‘super’
pracuje sie ze zmiennymi wyposazonymi w parzysto$é, przyjmujaca wartosci 1 (zmienne nieparzy-
ste) 1 0 (zmienne parzyste). Super-odpowiednikiem przestrzeni R" ze wspotrzednymi (zmiennymi)
(xl,..., 2") sa super-przestrzenie RPI 4 super-wspdtrzednymi (xt, ... aP &L ... £9), gdzie ¥ sq pa-
rzyste a £% sa nieparzyste. Parzysto$é¢ definiuje reguty komutacji: wspoélrzedne parzyste komutuja
ze wszystkimi wspotrzednymi, z° - 27 = 27 - 27 (jak dla zwyktych wspotrzednych) i 2° - €% = £ . o7,
podczas gdy wspotrzedne nieparzyste anty-komutuja ze soba, £% - €0 = —£0. €9, Potrzeba rachunku z
anty-komutujacymi zmiennymi stata sie jasna, gdy fizycy odkryli, ze kazda czastka elementarna jest
albo fermionem (np. elektron) albo bozonem (np. czastka $wiatta, foton), a réznica polega na rodzaju
oddzialywania; pola bozonowe komutuja, podczas gdy pola fermionowe anty-komutuja. Implikuje to,
ze fermiony nie moga wspoélistnie¢ w tym samym stanie kwantowym.

Fundamentalnym odkryciem dokonanym przez F.A. Berezina w latach 60-tych byta obserwacja,
ze mozna rozwingé rachunek rézniczkowy i geometrie rézniczkowa z super-wspoétrzednymi, pracujac
z (super)funkcjami rézniczkowalnymi (mozna temu pojeciu precyzyjny sens) zalezacymi od super-
zmiennych. Pochodne czastkowe i ogélniej, operatory rézniczkowe w super-zmiennych, rowniez spet-
niaja pewne reguty komutacji. Fakt, ze nieparzyste zmienne anty-komutuja implikuje, ze superfunkcje
sa wielomianowe w zmiennych nieparzystych. Globalne obiekty, superrozmaitosci, sa skonstruowane
poprzez sklejenie lokalnych map wyposazonych w super-wspotrzedne za pomoca tzw. funkcji przejscia,
ktore sy super-dyfeomorfizmami. Opisana ‘supermatematyka’ jest szeroko stosowana w rozmaitych
dziedzinach nauki, zwtaszcza w fizyce w mechanice kwantowej i kwantowej teorii pola.

Jezeli pewna wyr6zniona rodzina super-wspotrzednych jest wyposazona dodatkowo w wage (sto-
pienl), ktora jest na ogo6t liczba catkowita, to mowimy o lokalnej gradacji. Jednak, podczas gdy po-
jecie superfunkcji jest catkowicie zdeterminowane przez parzystosé i reguty komutacji, w przypadku
Z-gradacji wystepuje pewna dowolnodé¢ w wyréznieniu funkcji ‘dopuszczalnych’. Dla gradacji przyj-
mujacych wartosci tylko w liczbach naturalnych jest przyjete rozwazanie wyltgcznie funkeji, ktore sg
wielomianowe wrzgledem zmiennych z niezerowa waga. Tymczasem, w przypadku gradacji » wagami
zaréwno dodatnimi jak i ujemnymi, funkcje wielomianowe zazwyczaj nie wystarczaja. Istnieja dwa
gltowne podejscia do tego problemu: pierwsze dopuszcza szeregi formalne od zmiennych z niezerowa
waga, podczas gdy drugie dopuszcza wszystkie funkcje otrzymane jako kombinacje funkcji jednorod-
nych. Jednorodnos¢ jest zdefiniowana poprzez wyrdznienie tzw. wagowego pola wektorowego V, ktoére
we wspohrzednych y' z waga w; ma posta¢ V = >, w; ¢’ azz'- Pole wagowe zawiera cata informacje
o gradacji: funkcja f jest jednorodna z waga w, gdy V(f) = wf. Nawet w standardowym (czysto
parzystym) przypadku, dodanie gradacji wzbogaca teorie i znajduje zastosowanie w réznych dziedzi-
nach, np. mechanice geometrycznej, tym bardziej, ze np. wiazki wektorowe sg prostym przyktadem
rozmaitosci gradowanych, a trudno przeceni¢ ich znaczenie w matematyce i fizyce (ale rowniez w
ekonomii, medycynie itd.).

Nie powinno dziwi¢, ze w przeciwienistwie do standardowej matematyki, super-komutatory ope-
ratorow liniowych [A, A] = AA + AA moga nie by¢ zerowe; dla operatoréw nieparzystych, [A, A] =
AA+AA =2A2%. Jezeli dla nieparzystego rézniczkowania @ stopnia 1 pewnej superalgebry superfunk-
cji z gradacja mamy [Q, Q] = 2Q? = 0, to nazywamy je homologicznym polem wektorowym (nazwa
ma korzenie w algebrze homologicznej), a odpowiednia rozmaitosé dg-rozmaitosciq (dg=differential
graded). Dobrze znanym przyktadem @ jest rozniczka de Rhama w N-gradowanej superalgebrze form
rozniczkowych na rozmaitosci M. Ta superalgebra moze by¢ rozumiana jako algebra superfunkcji na
‘super’ odpowiedniku wiazki stycznej T'M. Idea dg-rozmaitodci pochodzi z fizyki teoretycznej, miano-
wicie z formalizmu BV-BRST, ktory jest poteznym narzedziem do pracy z singularnymi lagranzianami
w fizyce kwantowej i potencjalnie istotnym opisem czesci praw rzadzacych Wszech§wiatem.

Nasz projekt jest poswiecony badaniom struktury (super)rozmaitosci gradowanych, ich wzajem-
nych relacji, odpowiednich jednorodnych struktur geometrycznych réznego rodzaju i mozliwych za-
stosowan. Jest wiele otwartych probleméw w tej dziedzinie, istotnych z punktu widzenia analizy
matematycznej, geometrii i wielu obszarow fizyki. Mamy nadzieje rozwiaza¢ duza czesé tych proble-
moéw i opublikowaé nasze wyniki w liczacych sie miedzynarodowych czasopismach naukowych.




