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Miary ztozonosci strukturalnej dla teorii podstaw
matematyki

Streszczenie popularnonaukowe

Jednym z wazniejszych narzedzi wykorzystywanych w badaniach naukowych jest formalizacja doko-
nywanych obserwacji. Pozwala ona na wyrazenie istotnych aspektéw badanych zjawisk w precyzyjnym
jezyku formalnym. W szczegdlnosci, w matematyce formutuje sie zestawy aksjomatow w jezyku od-
powiedniej logiki, np. logiki pierwszego rzedu, zeby uchwycié¢ istotne wlasnosci badanych struktur
lub operacji. Jak pokazuja jednak twierdzenia limitacyjne, odkryte juz na wczesnym stadium roz-
woju logiki matematycznej, ta metoda napotyka na bardzo istotne ograniczenia. Twierdzenie Godla
o pelnosci pokazuje, ze - poza trywialnymi przypadkami - wybrane przez nas zestawy aksjomatéw w
logice pierwszego rzedu beda prawdziwe tez w wielu innych strukturach, znaczaco rézniacych sie od
pierwotnie wybranego przez nas modelu. I tak np. Arytmetyka Peana, kanoniczna teoria opisujaca
wlasnosci dodawania i mnozenia liczb naturalnych, ma nieskoriczenie wiele bardzo réznych modeli
niestandardowych, ktérych badanie rozwineto sie juz w osobna poddyscypline logiki matematyczne;.

Jakie wlasnoéci maja takie ,niepozadane” struktury? Jak trudno jest odréznié¢ je od wyjsciowego,
zamierzonego modelu? Ponadto: jak trudno jest scharakteryzowaé elementy modelu, ktére maja nieza-
mierzone przez nas wlasnosci? Oryginalnym pomystem, ktéry stoi za naszym projektem, jest wykorzy-
stanie teorii Scotta do poszukiwania odpowiedzi na powyzsze i pokrewne pytania. Teoria ta dostarcza
wyjatkowo stabilnej miary zlozonosci strukturalnej modeli, ktora znalazta juz zastosowanie w teorii
struktur obliczalnych i deskryptywnej teorii mnogosci. Miara ta opiera si¢ na ztozonosci formut, mo-
wigc technicznie: ich randze, w logice infinitarnej, a zlozono$é¢ przeliczalnego modelu wzgledem tej
miary definiuje sie jako najmniejsza range formuly, ktéra jednoznacznie opisuje dany model (z do-
kladnoscia do izomorfizmu). Cho¢ badania dotyczace tej miary prowadzone sa juz od wielu lat, jak
do tej pory niezwykle rzadko byta ona wykorzystywana do badania teorii podstaw matematyki, czyli
zestawdéw aksjomatow zdolnych wyrazié duze porcje wspotczesnej matematyki. Teorie takie jak wspo-
mniana Arytmetyka Peana, ale takze arytmetyka drugiego rzedu, teorie mnogosci Kripkego-Platka i
Zermelo-Fraenkla wciaz nie doczekaly sie poglebionej analizy w terminach teorii Scotta.

Celem naszego projektu jest zapelnienie tej luki oraz przedstawienie kompleksowej analizy Scotta
teorii podstaw matematyki. Zamierzamy polozy¢ szczegdlny nacisk na nastepujace pytanie: kiedy
teoria podstaw matematyki ma model zamierzony i jakie sa zrodla tego zjawiska? Jedna z badanych
przez nas hipotez jest to, ze ranga Scotta dostarcza odpowiedniej miary ztozonosci struktur, ktéra
pozwalalaby scharakteryzowaé¢ model zamierzony jako najprostszy model danej teorii. Dla uzyskania
jasniejszego obrazu wprowadzamy pojecie funkcji Scotta, ktora mierzy, ile modeli danej rangi posiada
wybrana teoria.

Przewidujemy, ze interesujacym produktem ubocznym naszych badan beda nowe wtasnosci teorii
pierwszego rzedu, takie jak np. wlasno$é najprostszego modelu, ktére zapewnia intuicyjne i owocne
metody klasyfikacji teorii podstaw matematyki.



