"Wspolczesne aspekty geometryczne operatoréw liniowych:
matrix representations, numerical ranges and related matters"
(popular description)

Przedtozony projekt badawczy dotyczy teorii odwzorowan liniowych w przestrzeniach nieskoriczenie
wymiarowych. Jest to rodzaj abstrakcji, ktéry stuzy do stworzenia jednolitego ujecia wielu poje¢ mate-
matycznych i w ten sposdb prowadzi do ich lepszego zrozumienia. Aby operatory byly uzytecznymi w
praktyce czesto koduje sie ich, reprezentujac jako nieskoniczone tablice liczb, zwane macierzami, dzieki
czemu dzialanie operatoréw staje sie przejrzystym, a ponadto wygodnym do obliczenn. Dla ustalonego
operatora istnieje wiele takich reprezentacji macierzowych, ktéore sa w pewnym sensie réwnowazne. Za-
tem, bardzo istotnym jest wyjasni¢ czy wszystkie takie reprezentacje lub przynajmniej ich cze$¢ mozna
opisa¢ w satysfakcjonujacy sposoéb, aby dzieki temu moc wybraé reprezentacje spetniajace pewne zg-
dane wtasnosci. Problem ten przez dtugi czas wydawat sie beznadziejnym i mato pozytecznym. Dosé
niedawno, liderzy projektu odkryli, ze reprezentacje macierzowe posiadaja ukryta strukture, a jedno-
czesnie dopuszczaja wysoki stopien dowolnodci w okredlaniu swoich elementéw. Rozwazajac gtowne
przekatne tych macierzy, odkryli oni, ze glowne przekatne odgrywajg wyrdzniajaca role i niosa ze
soba wiecej informacji o operatorze niz jej stosunkowo maly rozmiar mogtby sugerowaé. Okazalto sie,
ze duzy podzbior przekatnych operatora mozna opisa¢ w terminach jego wlasnosci geometrycznych,
mianowicie obrazu liczbowego i jego odmian. Co wiecej, zakodowanie operatora jest mozliwe w spo-
s6b bardzo ekonomiczny uzywajac tablic zawierajacych gltownie zera, a zatem operator moze zy¢ na
bardzo rozrzedzonym, lakunarnym zbiorze. Jest to pozyteczne dla analizy operatoréw, i w poszcze-
gélnych przypadkach moze prowadzi¢ do wyjasnienia ich struktury. Z drugiej strony istnieja pewne
ograniczenia dotyczace konfiguracji zer w takich reprezentacjach rozrzedzonych, ktére w chwili obecnej
pozostaja niejasne. Realizujac projekt zamierzamy stworzy¢ szeroka teorie reprezentacji macierzowych
ograniczonych i nieograniczonych operatoréow liniowych, z naciskiem na ich przekatne, wyjadniajac i
precyzujac wspomniane powyzej efekty. Bedziemy takze rozwija¢ inne wersje naszej teorii kodowania
dla pewnych uogélnienn operatoréw, np. elementéw tzw. algebr von Neumanna. bedacych obiektami
jeszcze bardziej abstrakcyjnymi niz operator, ale nadal pozytecznymi i szeroko rozpowszechnionymi w
roznych dziedzinach matematyki. Ponadto otrzymamy odpowiedniki naszych wynikéw o reprezenta-
cjach macierzowych dla rodzin operatoréw, zalezacych od parametru, uzyskujac w ten sposéb stabilno$é
reprezentacji macierzowych wzgledem perturbacji, wazng wlasnos$é z punktu widzenia zastosowan.

Kluczowym narzedziem w naszych badaniach jest obraz liczbowy operatora, ktéry mozna rozwazaé
jako podzbior ptaszczyzny euklidesowej. Jak czasami stwierdza sie nieformalnie, obraz liczbowy moze
byé postrzegany jako ,zdjecie” operatora, a kazdy punkt obrazu liczbowego mozna wyobrazaé sobie
jako poszczegdlny ,piksel” tego zdjecia. Obraz liczbowy zawiera wiele informacji o operatorze, i po-
zwala wnioskowaé o jego wtasnosciach analitycznych i algebraicznych, patrzac na calo$é lub tylko na
czesé tych pikseli. Zastosowania obrazéw liczbowych dotycza réznych, czesto odlegtych dziedzin ma-
tematyki, obejmujacych analize zespolona, réwnania rézniczkowe czastkowe i geometrie rézniczkowa,
a ponadto czesto pojawiaja sie w fizyce kwantowej i kwantowej teorii informacji. Obrazy liczbowe
beda bardzo pozyteczne rowniez w naszych badaniach reprezentacji macierzowych. Zatem w trakcie
realizacji projektu bedziemy stara¢ sie wyklarowaé szereg waznych zagadnieri dotyczacych teorii ob-
razéw liczbowych. Mianowicie, zbadamy mozliwe ksztalty obrazow liczbowych, wyjasnimy lokalizacje
obrazéw liczbowych wartosci funkcji operatorowych, oraz znajdziemy nowe zastosowania obrazéow licz-
bowych do doktadnych oszacowan wielkosci takich funkcji. To ostatni kierunek badan otworzy drzwi dla
wielu istotnych zastosowan, m.in. w teorii réwnan rézniczkowych czastkowych. Nasze badania wniosa
istotny wktad do rozwigzania kilku waznych probleméw zwigzanych z reprezentacjami macierzowymi
i obrazami liczbowymi, wykazujac subtelne zwigzki pomiedzy tymi podstawowymi obszarami analizy
funkcjonalnej.

Praktyczne zastosowania wynikow matematycznych bywaja czasami dos¢ nieoczekiwane. Wystarczy
przypomnieé, ze rozwiazanie stynnego problemu Kato o dziedzinie pierwiastka kwadratowego z opera-
tora eliptycznego, zagadnieniu do poruszenia ramach tego projektu, okazato si¢ bardzo uzyteczne w ...
tomografii komputerowej. Zatem nietatwo jest okresli¢ przyszto$é rezultatéw matematycznych przewi-
dzianych w ramach projektu, a ich warto$¢ moze odstonié¢ sie w sposob zaskakujacy zaréwno badaczy
praktycznych, jak i matematykow. Jedynie pewnym wkladem projektu jest wkiad w matematyke jako
czes¢ kultury ludzkiej i wielu dziedzin wewnatrz niej.



